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Resumen

Sea S un conjunto de n puntos en el plano. Sea F un conjunto de segmentos entre parejas de
S. Si F es el conjunto de los (Z) posibles segmentos decimos que la grafica definida por S'y E es
una grafica completa y la denotamos como K,,. Denotamos como H a una subgrafica de K,, y a
@ como un conjunto de subgréaficas H. Sea k un ntmero entero positivo. Utilizando busquedas
exhaustivas, en este trabajo deseamos determinar, fijando una subgréafica H, a partir de qué
valor de n podemos siempre encontrar un conjunto () de tamano k donde todos los elementos
de @ se crucen. También buscaremos conjuntos ) donde sus elementos se intersectan. Con estos
resultados contribuiremos con cotas para los problemas planteados.
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2. Descripcion del proyecto

2.1. Antecedentes

Decimos que un conjunto de puntos en el plano estd en posicién general, si no existen 3 puntos
del conjunto que sean colineales. Para n fija hay un nimero infinito de conjuntos de n puntos en
el plano en posiciéon general. En esta tesis, trabajaremos unicamente con conjuntos de puntos en el
plano en posicién general.

El order type' de un conjunto de puntos {pi,...,p,} es una funcién que asigna a cada tripleta
ordenada 14, j,k en {1,...,n} la orientacién de la tripleta de puntos p;,p;,pr. Decimos que dos
conjuntos de puntos S1 y Sz son combinatoriamente equivalentes, si pertenecen al mismo order
type, es decir, si existe una biyeccién entre S7 y Sa tal que cualquier tripleta en S7 tenga la misma
orientacion que su tripleta correspondiente en S;. Recordemos que para cada valor de n existe una
cantidad infinita de conjuntos de puntos en el plano. Los order types ofrecen una caracterizacién de
los conjuntos de puntos de cada valor de n, de tal manera que nos permite pasar de una cantidad
infinita de conjuntos a una cantidad finita de conjuntos. Existe una base de datos desarrollada por
los autores de [1] que almacena los order types para conjuntos de hasta 11 puntos. En la Figura 1
podemos ver los order types que existen para n = 4.

Figura 1: Order types para n = 4

Sea S un conjunto de n > 0 puntos y sea E un conjunto de segmentos entre parejas de puntos de
S, decimos que G = (S, F) es una gréfica geométrica. Dicho de otro modo, una grafica geométrica
es un dibujo en el plano de una gréfica, tal que los vértices de la grafica son puntos en el plano y
las aristas de la grafica son segmentos de recta. Si E es el conjunto de los (g) posibles segmentos,
entonces decimos que G es una grafica geométrica completa y la denotamos como K.
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Decimos que dos segmentos de E que inciden en un mismo punto de S, son adyacentes, de lo
contrario decimos que son disjuntos. Dos segmentos disjuntos definidos por S se cruzan si tienen un
punto interior en comuin. Dos segmentos definidos por S se intersectan si se cruzan o son adyacentes.

Sean Hy y Ho dos subgraficas de K,, disjuntas en vértices. Decimos que H; y Hy se cruzan si
existe un segmento en H; y un segmento en Hs que se cruzan. Decimos que dos subgraficas de K,
Hi y Hy se intersectan si existe un segmento en H; y un segmento en Hs que se intersectan. La
Figura 2 ilustra estos conceptos, en la Figura 2A se muestra una grafica completa con 5 puntos,
en la Figura 2B se puede ver un ejemplo de subgraficas de K5 que se cruzan, y en la Figura 2C se
muestran dos subgréficas de K5 que se intersectan.
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Figura 2: Cruce e intersecciéon de subgréficas de K

Un camino es una gréafica en la que cada uno de sus vértices inciden exactamente dos aristas,
excepto en dos vértices donde incide una sola arista. Sea S un conjunto de puntos, un k-camino
geométrico P de S es un camino con k aristas donde todos sus vértices son elementos de S. En la
Figura 3 podemos ver algunos ejemplos de k-caminos.
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Figura 3: Ejemplos de k-caminos

Una grdfica bipartita K,, es una gréfica cuyos vértices se pueden separar en dos conjuntos
disjuntos U y V' de manera que las aristas sélo pueden conectar vértices de U con vértices de V.
En la Figura 4 se muestra un ejemplo de la grafica bipartita K 3.
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Figura 4: Gréfica bipartita K1 3

Dada una grafica H, una H-Crossing Family? es un conjunto de subgraficas de K,, disjuntas en

2Ge utiliza el término en inglés pues se trata de una palabra técnica que no cuenta con traduccién



vértices, tales que:
1. Cada subgrafica es un dibujo de la grafica H.
2. Cada pareja de subgréficas se cruzan.

Dada una grifica H, una H-Intersecting Family® es un conjunto de subgraficas de K,, tales
que:

1. Cada subgrafica es un dibujo de la grafica H.
2. Cada pareja de subgraficas se intersectan.

Una Crossing Family Heterogénea es una Crossing Family donde las subgraficas de la familia
no son necesariamente dibujos de una misma gréfica.

Estos conceptos establecen una forma de estudiar los cruces y las intersecciones entre subgraficas
H, para este trabajo usaremos k-caminos, grdficas bipartitas y grdficas completas como subgraficas
H. Podemos ver ejemplificados estos conceptos en la Figura 5, en la Figura 5A se muestra una grafica
completa Kg, la Figura 5B muestra una Crossing Family de segmentos de tamano 3 definida por
K, la Figura 5C muestra una Intersecting Family de segmentos de tamano 5 definida por Kg,
finalmente en la Figura 5D se muestra una Crossing Family Heterogénea de K13 y segmentos de
tamano 2 también definida por K.
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Figura 5: Ejemplo de una Crossing Family, una Intersecting Family y una Crossing Family Hete-
rogénea

Otro concepto que también estudiaremos es: Sean n y m dos enteros positivos. Definimos una
(n,m)-malla como una coleccién de segmentos {si, 2, ..., Sn, t1,t2, ..., t;m } tal que cada segmento s;
intersecta cada segmento ¢; y tal que los segmentos s; y s; son disjuntos si ¢ # j, de la misma
manera para t; y t;. La figura 6 ilustra una (n,m)-malla, en la Figura 6A se muestra un conjunto
de 6 puntos en posicién convexa sobre el que definimos una (2,2)-malla (ver Figura 6B).
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Figura 6: (2,2)-malla
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2.2. Motivacién

Determinar el tamano més grande de una Crossing Family de segmentos para cualquier valor
de n es un problema que se estudié por primera vez por los autores de [2] y que atin se encuentra
abierto. Sin embargo, si se han determinado cotas para este problema. En la literatura también
podemos encontrar variantes del problema, como los que proponen los autores de [3] y [4].

Lo anterior nos indica que existe un interés en el drea por conocer variantes del problema de [1],
por esta razdén en esta tesis estudiaremos Crossing Families de subgréficas que no sean segmentos,
ademads estudiaremos otras familias para determinar si nuestras variantes pueden ser encontradas
para valores pequenos de n. De ser asi indicaremos a partir de qué valor de n podemos encontrarlas.

Estos resultados aportaran informacién acerca de estos problemas, y ayudaran a la comuni-
dad de Geometria Combinatoria a explorar problemas méas complejos considerando los resultados
aportados.

3. Planteamiento del problema

Sea S un conjunto de m puntos en el plano y sea K, la grafica completa definida por S.
Denotamos como H-cf(S) al tamano de la H-Crossing Family més grande en K, definida por S'y
denotamos como H-cf(n) = maz{H-cf(S)|S es un conjunto de n puntos en el plano }.

Sea k un nimero entero positivo. Usando la base de datos de los autores de [1] y fijando H-
cf(n) = k, deseamos determinar el valor més pequeno de n, tal que siempre podamos encontrar:
una H-Crossing Family utlizando como H las subgrédficas 2Ko y K3, una H-Intersectig Family
utilizando como H las subgraficas Ko, K3, K4 y Ps, una Crossing Family Heterogénea y una (2,2)-
malla.

4. Objetivos generales y especificos del proyecto

General

Utilizando la base de datos de los autores de [1] y fijando k para cada familia, determinaremos el
tamano de n tal que siempre exista una 2Ks-Crossing Family, una K 3-Crossing Family, una Ko-
Intersecting Family, una Kj-Intersecting Family, una K4-Intersecting Family, una Ps-Intersecting
Family, una Crossing Family Heterogénea y una (2,2)-malla.

Particulares

» Buscar en la base de datos, utilizando como H las subgraficas 2K> y Ki 3, y un valor de k
propuesto para cada subgrafica, a partir de qué valor de n podemos encontrar una H-Crossing
Family.

= Buscar en la base de datos, utilizando como H las subgraficas Ko, K3, K4 v Ps, y un valor
k propuesto para cada subgréfica, a partir de qué valor de n podemos encontrar una H-
Intersecting Family.

= Buscar en la base de datos a partir de qué valor de n podemos encontrar una Crossing Family
Heterogénea.

» Buscar en la base de datos una (2,2)-malla.



Metodologia

Estudiaremos qué se ha estudiado acerca de Crossing Families de segmentos.
Estudiaremos a cudles otras subgréficas de K, se les ha estudiado su Crossing Family.

Para cada valor de n de la base de datos de los autores de [1] se realizaran biisquedas exhaus-
tivas en cada Order Type buscando una H-Crossing Family.

Cuando se logre encontrar una H-Crossing Family en cada uno de los Order Types de un valor
de n podremos concluir que siempre podremos encontrar una H-Crossing Family a partir de
ese valor de n.

Una vez obtenidos los resultados para Crossing Families procederemos a buscar Intersecting
Families, (j,k)-mallas y Crossing Families Heterogéneas.

Ya habiendo obtenido todos los resultados se realizaran las conclusiones.

Finalmente se realizara el proceso de escritura del trabajo de tesis.
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7. Infraestructura

= Computadora portatil con sistema operativo Linux.

= Lenguaje de programacion C.

8. Estado del arte

En 1994 los autores de [2] mostraron que cualquier conjunto de n puntos posee una Crossing
Family de tamano al menos /n/12 y describieron un algoritmo eficiente para encontrar dichas
familias. En 2015 los autores de [2] mostraron que para cualquier conjunto S de n puntos siempre
existe un conjunto de 3-camino que se cruzan con al menos | %] elementos. Probaron también que

para cualquier conjunto S siempre existe un conjunto de |§] triangulos disjuntos en vértices de




S que se cruzan. También mostraron que siempre existe un ciclo Hamiltoniano en S tal que sus
aristas se crucen al menos 711—; — O(n) veces.

Un trabajo donde se estudiaron las mallas junto a las Crossing Families de segmentos fue en
el de los autores de [4] donde definen ¢(k) como el menor entero, tal que cualquier conjunto de
c(k) puntos generen una Crossing Family de k segmentos. Asi mismo definieron #(j, k) como el
menor entero, tal que cualquier conjunto de #(j, k) puntos genere una (j,k)-malla. En el articulo

los autores establecen que 9 < ¢(3) < 16 y #(1,2) = 8.

9. Contribuciones y resultados esperados

= Dar a conocer a partir de qué valor de n, con 3 < n < 10 podemos encontrar una 2Ks-
Crossing Family, K 3-Crossing Family, Ko-Intersecting Family, K3-Intersecting Family, K4-
Intersecting Family, Ps-Intersecting Family, (2,2)-malla y una Crossing Family Heterogénea
o concluir que n > 10.

= Un articulo en el Congreso Nacional de la Sociedad Mexicana Matemadtica.
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