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1. Resolucion de recurrencias

Use el método maestro, luego el arbol de recursion y finalmente el método de sustituciéon para
dar las cotas asintéticas de las siguientes recurrencias:

1. T(n)=2T (%) +1
2. T(n)=2T (%) +n
3. T(n)=2T (%) +n
4. T(n) = 2T (%) +n?

2. Ejercicio: T'(n) = 2T (n/4) +1
2.1. Meétodo Maestro

Identificamos los parametros de la forma estandar T'(n) = aT'(n/b) + f(n):

Calculamos el exponente critico:

(va que 4'/% = 2). (2)

| =

log,a =log, 2 =

Por lo tanto,

nlogba — nlog42 _ 77,1/2. (3)

Comparamos f(n) con n'°8 % paso a paso. Para todo n > 1 se cumple:

1 < plogsa
1 < plogs?
1< n'/?
1 <+/n.

Para verificar el Caso 1 del Método Maestro necesitamos un margen polinomial £ > 0 tal que

f(n) = O(n'r2%). (5)



; 1 3 -
Tomemos, por ejemplo, € = 3. Verificamos:

1
1< n10g4 2—7

i (6)

1<n

= N[ =

1< n1,

de modo que

fn)=1= o(nlogﬂ*%). (7)

Con esto se cumple el Caso 1 del Método Maestro y concluimos:

T(n) = @(nlogb“) = T(n)= @(nlog42) = @(n1/2) = 0(vn). (8)

2.2. Meétodo del arbol de recurrencia

Cada nodo de tamano m realiza un coste local f(m) = 1 y genera a = 2 subproblemas de
tamano m/b = m/4.

Esquema del arbol (niveles iniciales)
tamano n
costo local =1
n n
4 4
costo local =1 costo local =1

) B )
costo local = 1) (costo local = 1)|costo local = costo local =1

6 7 6 1
[costo lj{(zﬂsto ﬂf{tzﬂst@ ]lﬁmﬂst@ ]lﬁ::aht;@ ﬂﬁmﬂsto ]lﬁzﬂsto ﬂf{lﬂisﬁ) ]lfcal = 1}




Altura del arbol

En el nivel i hay 2¢ nodos, cada uno de tamano n/4%. La expansion se detiene cuando el tamaiio

es 1:

4h
Coste por nivel y coste total
El coste por nodo es 1, luego el coste del nivel 7 es:
coste en el nivel ¢ = 2.1 = 2¢.

La suma de los niveles internos (hasta el nivel h — 1) es:

h—1

Zzi:2h—1.

=0
Como h = log, n, reescribimos 2" en funciéon de n paso a paso:
2h — 210g4n
Inn
R ATY

Inn
— eln2-m

In2
= eln ™ 1na

_ nlog4 2.

Por tanto,
h—1
dooi=oh—1=pla?_q
i=0

Ahora contamos las hojas. En el nivel h hay
2h — 210g4n _ nlog42
hojas, cada una con coste T'(1) = d. Asi, el coste total en hojas es
coste en hojas = d - 2" = d - nlo8+2,
Sumando todo:

_ h h
R
=(d+1)-2"—1
=(d+1)-n°812 -1
= @(nlog4 2) _ @(nuz)'

Con lo que nuevamente:

D mles 4 =ne h=logn.

T(n) = @(nlogb“) cona=2 b=4.

(9)

(10)

(11)

(12)

(17)



2.3. Meétodo de sustitucion (induccién)

Proponemos como solucién
T(n) = ©(n'81?) = ©(V/n). (18)
Demostraremos tanto una cota superior como una inferior por inducciéon (para n = 4k).
Cota superior: T'(n) = O(y/n)
Afirmacién inductiva: existen constantes C' > 0y D > 1 tales que, para todo n > 1,
T(n) < Cy/n— D. (19)
Caso base (n =1):si T(1) = d > 0, elegir C > d + D garantiza
T(1)=d<C—-D=CV1-D. (20)
Paso inductivo: supongamos que para todo m < n se tiene T'(m) < Cy/m — D. Entonces,
T(n) = 2T (%) +1

< 2((3\/% — D) +1 (hipotesis inductiva)

_ 2<§\F - D) +1
=CVn—2D+1
<COyn—-D si D>1.
Asi queda probado T'(n) < Cy/n, es decir, T'(n) = O(y/n).
Cota inferior: T'(n) = Q(y/n)
Afirmacion inductiva: existe ¢ > 0 tal que, para todo n > 1,
T(n) > cy/n. (22)
Caso base (n =1):s1 T'(1) = d > 0, tomar 0 < ¢ < d asegura
T)=d>cV/l=c (23)
Paso inductivo: si para todo m < n se cumple T'(m) > ¢y/m, entonces
T(n) = 2T (%) +1
>2- c\/g +1 (hipotesis inductiva)
=2-5vn+1
=cv/n+1
> cv/n.
Asi, T'(n) = Q(y/n).



Conclusién de la sustitucion

Al combinar ambas cotas,

cona=2yb=4.

Resumen final

Los tres métodos coinciden en que

T(n) = ©(n'% ) = ©(n'*%1?) = O(v/n) | (26)

3. Ejercicio: T'(n) = 2T(n/4) + /n
3.1. Método Maestro

Identificamos los parametros de la forma estandar T'(n) = aT'(n/b) + f(n):

Calculamos el exponente critico:
log, a = log, 2.

Mostramos que

1
log,2 = 3 porque 41?2 = 2.

Entonces
nlogba _ n10g42 _ n1/2 _ \/ﬁ

logy @ paso a paso, verificando f(n) = @(nlogb“):

Comparamos f(n) con n

f(n) _ \/ﬁ _ n1/2 _ nlog42 _ nlogba’

Jep,e0 >0 ¢ nlo®® < f(n) <eco nlogs @ (por ejemplo, ¢; = cp = 1).
Por lo tanto aplica el Caso 2 del Método Maestro (con k = 0), y obtenemos
T(n)= @(nlogba logn).

En la notacién solicitada y particularizando a = 2, b = 4:

T(n) = @(nlogba logn) y en particular T(n) = @(nlog42 logn) = ©(y/n logn).

3.2. Meétodo del arbol de recurrencia

Cada nodo de tamano m realiza un coste local f(m) = y/m y genera a = 2 subproblemas de
tamano m/b = m/4.



Esquema del arbol (niveles iniciales)
tamano n
costo local = /n

n n
4 1
{costo local = ZJ Ecosto local = Z}

16 16 16 16
costo local = 1ggosto local = 1ggosto local = 1gosto local = \/%
costo lociptost sto ost sto ostq,Idiadsto ostqAdeal = /&

Altura del arbol
En el nivel i:

n .
tamano de cada subproblema = 7 naumero de nodos = 2°.

La expansion se detiene cuando el tamano es 1:

4%21 e 4" =n < h=logn.

Coste por nivel y coste total

El coste por nodo en el nivel i es:

Entonces, el coste del nivel 7 es



Todos los niveles internos (desde i = 0 hasta ¢ = h — 1) tienen el mismo coste \/n, por lo que:

h—1

Z\f:h\f:\/ﬁloguL.

i=0
Contamos el coste de las hojas. En el nivel h hay

2h — 210g4n — n10g4 2

hojas, cada una con coste T(1) = d. Reescribimos 2" paso a paso:

1 1 In2 In2
2h = 210g4n = Qﬁ = GIHQ.ﬁ = elnn.lﬁj = ’[’Ll:j = n10g42 = \/ﬁ

Asi, el coste en hojas es
coste en hojas = d - 2" = d /n.

Sumando todo:
T(n)= +vnlogyn +dvn

niveles internos  hojas
= /n(logyn +d)
= O(v/n logn).

En consecuencia,

T(n)= @(nlogb“ logn) | cona=2,b=4.

3.3. Meétodo de sustituciéon (induccion)
Proponemos como solucién
T(n) = 6(v/n logn) = ©(n'%1? logn).

Demostraremos tanto una cota superior como una inferior por induccion (para n = 4% si n no es
potencia de 4, el uso de techos/suelos no altera la clase asintotica).

Cota superior: T'(n) = O(/n logn)
Afirmacién inductiva: existen constantes A > 1y B > d tales que, para todo n > 1 potencia de
4,
T(n) < Ay/nlogyn+ B+/n.
Caso base (n = 1): como logs 1 =0y V1 =1,
T1)=d<B=A-0+B-1,

que se satisface eligiendo B > d.



Paso inductivo: supongamos que para todo m < n (potencias de 4) se cumple T'(m) < A \/m log, m+
B \/m. Entonces,

T(n) = QTG) +n

<2 <A \/Z log4<%) + B \/Z> ++/n (por hipétesis inductiva)

:2(’;\/5(1og4n—1)+§\/ﬁ> ++/n

=Av/n(loggn—1) + Byn++/n
=Avnlogyn+ (B+1—A)V/n
< Ay/nlogyn+ B+/n si A>1.
Hemos usado que log,(n/4) = log,n — 1. Por tanto, T'(n) = O(y/n logn).

Cota inferior: T'(n) = Q(y/n logn)

Afirmacién inductiva: existen constantes a < 1y b > 0 tales que, para todo n > 1 potencia de
4,
T(n) > a+v/n loggn — b+/n.
Caso base (n =1): como log;1 =0y V1 =1,

T(1)=d> —b,

que se satisface eligiendo cualquier b > 0 (pues d > 0).
Paso inductivo: supongamos que para todo m < n se cumple T'(m) > a /m log, m—b+/m. Entonces,

T(n) =27(') + v

> 2 <a \/Z log, (%) —b \/Z> ++/n (por hipétesis inductiva)

—9 <;\/ﬁ(log4n—1) —g\/ﬁ) +vn

=a+/n(loggn—1) —by/n++/n

=a+/nlogyn + (1—a—b)\/ﬁ

>a+v/nloggn—byn si a<l.
De este modo, T'(n) = Q(y/n logn).

Conclusion de la sustitucion

Como
T(n)=0(vnlogn) y T(n)=Q(v/nlogn),
entonces
T(n) = ©(v/n logn) = @(nlog42 logn) = @(nlogb“ logn),

cona=2yb=4.



Resumen final

En los tres métodos (Maestro, Arbol de recurrencia y Sustitucién) hemos obtenido

T(n) = @(nlogb“ logn) = @(nk’g42 logn) = ©(v/n logn) |.

4. Ejercicio: T(n) = 2T (n/4) +n
4.1. Meétodo Maestro

Identificamos los parametros de la forma estandar T'(n) = aT(n/b) + f(n):
a=2, b =4, f(n) =n.
Calculamos el exponente critico:
logy, a = logy 2.
Mostramos que
log, 2 = % porque 412 = 9,

Entonces
nlogba — n10g42 _ n1/2 — \/ﬁ

Comparamos f(n) con n paso a paso, para identificar el caso del Método Maestro.
Primero, observamos que para todo n > 1:

logy, a

1< nlogsa
1 < plogs?
1< nl/?
1 <+/n.
Ahora verificamos que f(n) es polinomialmente mayor que n'°8 ¢, esto es, existe € > 0 tal que
f(n) = Q(nlogb a+s)'
Tomamos € = % y comprobamos detalladamente:

nlogb a+te log, 2+%

=n
_ bt
= nl
=n= f(n).
Por lo tanto, con c =1y ng =1,
f(n) > cnl°® 2 para todo n > ny.

Verificamos la condicion de regularidad (o suavidad):
n

n n 1
N=o. 22 c¢ =cof == ,
a f(b) 2 1 5 con=cof(n) con ¢y 5 <1

Se satisfacen, pues, las hipotesis del Caso 3 del Método Maestro, y concluimos

T(n) = @(f(n)) = 0O(n).

En particular, cona =2y b = 4:



4.2. Meétodo del arbol de recurrencia
Cada nodo de tamano m realiza un coste local f(m) = m y genera a = 2 subproblemas de

tamano m/b=m/4.

Esquema del arbol (niveles iniciales)
tamano n
costo local = n
n n
Z Z
costo local = % costo local = %
n

Ic 16 16 16
C c % 2| |costo local = 16

costo local = 16

16
osto local = 1"—6 osto local =
& a4 (§ 4 [§ 4 (¢ &
costo loc ost%%l stogg ost(&l sto%ﬁj ost(ﬁl sto%@ ost%%l cal = 6%
Altura del arbol
En el nivel i:
n ,
— ntmero de nodos = 2°.

-

tamafo de cada subproblema = 7

La expansion se detiene cuando el tamano es 1:

n h

4—h:1 < 4" =n <= h=log,n.
Coste por nivel y coste total

FEl coste por nodo en el nivel ¢ es
n



Entonces, el coste del nivel ¢ es

. uon 1\’
coste en elmvelz:2z-zzn- <2> .

La suma de los niveles internos (desde i = 0 hasta i = h — 1) es una serie geométrica:

Sa() =S (3) - H - (1i-(3))

. h .,
Reescribimos (%) en funcién de n paso a paso:
h logyn
1 1 4 1 n2 In2 1
( = 5 :2_10g4n:e_1n2‘lrr]1’z :e_lnnhlg4 :n_124 :n_10g42 :’]’L_]'/2 = 7\/»

Por tanto,

3

h

(1) = (1o k) o 2vi= o0

Contamos el coste de las hojas. En el nivel h hay

Il
=)

7

2h — 210g4 n

hojas. Reescribimos 2" paso a paso:

Inn Inn In2 In2

2h = 210g4n = 21114 = eln2.1n4 = eln"'m = nhi = n10g42 = \/ﬁ

Cada hoja tiene coste T'(1) = d, asi que el coste en hojas es
coste en hojas = d - 2" = d/n = ©(v/n).

Sumando todo:

T()= O@M) +6(m)
~—— ~——
niveles internos hojas
= 0(n).
Concluimos nuevamente:
T(n) =0O(n)

4.3. Método de sustitucion (induccién)

Proponemos como solucién

T(n) = ©(n).

Demostraremos tanto una cota superior como una inferior por induccion (para n = 4%: si n no es
potencia de 4, el uso de techos/suelos no altera la clase asintética).

11



Cota superior: T'(n) = O(n)

Afirmacion inductiva: existe una constante C' > max{2, d} tal que, para todo n > 1 potencia de
4,
T(n) < Cn.
Caso base (n = 1): se cumple ya que T'(1) = d < C por eleccion de C.
Paso inductivo: supongamos que para todo m < n (potencias de 4) se cumple T(m) < Cm.

Entonces,
n

Tm):2T<4

) n

<2 (C’ %) +n (por hipotesis inductiva)

<Cn si C>2.
Asi queda probada la cota superior T'(n) = O(n).

Cota inferior: T'(n) = Q(n)

Afirmacién inductiva: existe una constante ¢ > 0 (por ejemplo, ¢ = min{1,d}) tal que, para

todo n > 1 potencia de 4,
T(n) > cn.

Caso base (n =1): como T'(1) =d > ¢, se cumple T'(1) > ¢ - 1.
Paso inductivo: supongamos que para todo m < n se cumple T'(m) > ¢m. Entonces,

n

Tm):2T<4

)

> 2 (c %) +n (por hipdtesis inductiva)

Cn+
=_-n+n
2
>cn si ¢<2.
Eligiendo ¢ < 1 (en particular ¢ = min{1,d}), la condicién ¢ < 2 queda satisfecha y obtenemos la
cota inferior deseada.

Conclusiéon de la sustitucion

Como

entonces

Resumen final

En los tres métodos (Maestro, Arbol de recurrencia y Sustitucién) hemos obtenido



5. Ejercicio: T'(n) = 2T (n/4) + n?
5.1. Método Maestro

Escribimos la recurrencia en la forma estandar T'(n) = a T'(n/b) + f(n):

Calculamos el exponente critico:
log, a = logy 2.

Mostramos paso a paso que

1
log,2 = 3 porque 412 = 9,

Entonces
nlogb a _ nlog4 2 _ 77,1/2.

logy, a

Comparamos f(n) con n para determinar el caso aplicable. Para n > 1:

nlogsa — plogs2 n1/2 _ \/ﬁ’
f(n) =n’.

logy a

Verificamos que f(n) domina polinomialmente a n , esto es, existe € > 0 tal que

£(n) = QnloEsa+e).

: _ 3.
Tomando, por ejemplo, € = 5: \
nlogb ate _ nlog4 2+35

= n2
= f(n).
Ademas, comprobamos la condicién de regularidad:
2 2 2 1
af(%) :2<%> :2-%:%§con2:cof(n) con 00:§<1.

Por consiguiente, aplica el Caso 3 del Método Maestro y concluimos
T(n)=0(f(n)) = @(n2).

5.2. Meétodo del arbol de recurrencia

Cada nodo de tamafio m realiza un coste local f(m) = m? y genera a = 2 subproblemas de
tamafnio m/b =m/4.

13



Arbol (niveles iniciales)

[ tamafo n }
costo local = n?

[| w13
—~
~I3
SN—
no
Il
&%
N/

{costo local

% 2
costo local = (% costal

67’"4 &2 2 2
costo loc os-t(ﬁgi? ost @¥otedsteid: (b edste il ab=n))” = e

40981 409

{costo local

Altura del arbol

En el nivel ¢:

mn .
tamano de cada subproblema = ek ntumero de nodos = 2°.

La expansion se detiene cuando el tamano es 1:

n

4—h:1 — 4" =n < h=logyn.

Coste por nivel y coste total

FEl coste por nodo en el nivel ¢ es

Entonces, el coste del nivel i es

2 i i
) 2 1
costeenelniveliz?-iznl =n?. (=) .
16* 16 8



La suma de los niveles internos (desde ¢ = 0 hasta i = h — 1) es una progresion geométrica:

z ()z()w (())

Reescribimos (%) en funcién de n paso a paso:
h

log, n
1 1 1
<1> <1) _glomin _ - ln8ln _ calt IS logs

8 8
Como
| g Ing& 31n2 3
o) = —
84T 04 T 22~ 2
tenemos
1 h
@
8
Por tanto,

1\’ 8 8
Zn () 2(1—71_3/2) :fn2—fn1/2:9(n2).
7 7
Ahora contamos las hojas. En el nivel h hay
2h — 210g4n
Reescribimos 2" en funciéon de n paso a paso:
h _ ol nh — m2ph Inn-{o2 b log, 2 1/2
2 :2Og4n:21n — e 4—ennln4—nln4_n0g4 :n/ :\/ﬁ
Cada hoja aporta coste T'(1) = d, asi que el coste total en hojas es

coste en hojas = d - 2" = d/n = @(nl/Q).

Sumando:
Tn)= () +6(n'?)
niveles internos hojas
= 0(n?).
En consecuencia,
T(n) = ©(n?)

5.3. Meétodo de sustitucion (induccién)

Proponemos como solucién

T(n) = O(n?).

Demostraremos una cota superior y una inferior por induccion (para n = 4% si n no es potencia de
4, el uso de techos/suelos no altera la clase asintética).

15



Cota superior: T'(n) = O(n?)

Afirmacion inductiva: existe una constante C' > méx{d, %} tal que, para todo n > 1 potencia de
4,
T(n) < Cn®
Caso base (n = 1): se cumple ya que T'(1) = d < C por eleccion de C.
Paso inductivo: supongamos que para todo m < n (potencias de 4) se cumple T(m) < Cm?.
Entonces,

T(n) = 2T<%) + n?
n2
<2 (C 16) + n? (por hipotesis inductiva)

C2 2
—8n—|—n

<Cn®  si Cz%.

Con esto queda demostrada la cota superior T'(n) = O(n?).

Cota inferior: T'(n) = Q(n?)

Afirmacion inductiva: existe una constante ¢ > 0 (por ejemplo, ¢ = min{1,d}) tal que, para
todo n > 1 potencia de 4,
T(n) > cn?.
Caso base (n=1): T(1) =d > c- 12 por la eleccién de ¢ < d.

Paso inductivo: supongamos que para todo m < n se cumple T'(m) > c¢m?. Entonces,

T(n)= 2T<%) + n?

16
C 9

= _n?24+n?
gt

(9

ch2 si <

2
> 2 (c n) + n? (por hipotesis inductiva)

1| Co

Eligiendo ¢ < 1 (en particular ¢ = min{1, d}), se satisface ¢ < % y por tanto la cota inferior.

Conclusion de la sustitucion

Como

entonces

16



Resumen final

En los tres métodos (Maestro, Arbol de recurrencia y Sustitucién) hemos obtenido

5.4. Ejercicio 2

Use el método maestro para mostrar que la solucién a la recurrencia para la bisqueda binaria:

Twnzy(g)+@u)

es:

T(n) = O(logn)

1) Poner en forma estandar La forma estandar es T'(n) = aT'(n/b) + f(n). Aqui: a = 1, b = 2,
f(n) =6(1).

2) Exponente critico Calculamos:

Inl 0
OBy @ = 1082 In2 In2 0,

y por tanto
nlo8rd = pnd =1,

3) Comparacion de f(n) con n'°%?® Queremos expresar f(n) en la forma del Caso 2: f(n) =

@(nlogba logk n) para algan k£ > 0. Observamos que
f(n) =0(1) = 0(n") = O(n'e21).
Esto corresponde exactamente a k = 0, pues
O(1) = ©(n'821log" n).
De manera explicita, existen constantes c1,co > 0 tales que para todo n > 1:
o o2l < f(n) < e plosz2 1,

porque
nlog21 — 7,LO - 1.

4) Identificacion del caso del Método Maestro y conclusion Al cumplirse f(n) = @(nl"gb @ Jogk n)
con k = 0, aplica el Caso 2 del Método Maestro:

T(n) = @(nlogba loglchl n) = @(no log n) = O(logn).

Si escribimos el logaritmo en base 2 (1g), esto es T'(n) = O(Ign).
Resultado en la notaciéon del Método Maestro:

T(n) = @(nlogbalogn) cona=1, b=2,
y en particular:

T(n) =O(gn).
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